2007. aasta matemaatika

riigieksami iillesanded koos

lahenduste ja kommentaaridega



1. ULESANNE
(5 punkti)

Ulesannete tekstid

1+5x
X -(25)62 - xo)

1) Lihtsustage see avaldis.

I Antud on avaldis

1
,kus x #0 ja x;tig.

3
2) Arvutage avaldise viirtus, kui x = 22. Vastus andke tipsusega 107

x 2 (9x* —x°)
1+3x
1) Lihtsustage see avaldis.

1
II Antud on avaldis ,kus x#0 ja x # 3

3
2) Arvutage avaldise viirtus, kui x = 22. Vastus andke tipsusega 107°.

9x* —4 1
(Bx+2)7 (Bx)°
1) Lihtsustage see avaldis.

III Antud on avaldis

) 2
kus x #0 ja x;t—g.

1
2) Arvutage avaldise virtus tipsusega 107, kui x=15 2.

Vastused
2
1) - 206120036 1) -2 2) ~1887.
Sx-1 x 3x+2
Népuniited

Lihtsustamisel vabastame koigepealt avaldise negatiivsest astendajast ja astendajast O:

Ijall =t x" =11 3x)°=1.

2 b
X
Lahutame avaldises esineva ruutude vahe tegureiks: 25x° —1= (5x+1)(5x—1),
9x* —1=Bx+1DBx—-1), 9x> —4=3x+2)(3x-2).



Lahendused

I

0 1+5x B 1+5x B x*(1+5x) B x°
- © (5x+DGx—=1)  5x-1"

-2 2 0
X
3

2) Kui x = 22, siis avaldise véirtus on
3

242
(23) — 81 :10\/85 lzg,ﬂ
5:22-1 5-2:27 -1 -
I
Ox -4 1 _(Gx+2)Bx-2) 1 _3x-2 | 3x-2-3x-2 4
(Gx+2)° (3x)° (Bx+2)’ 1 3x+2 3x+2 3x+2

. ) .. .
2) Kui x = 577, siis avaldise viirtus on

357+2 1., 3., 53 53 53 ——
25 25 25
Kommentaarid

Juuresolevates lahendustes on esmalt leitud lihtsustamisel saadud avaldiste tdpsed vdirtused ning
seejdrel ligikaudsed viédrtused etteantud tidpsusega. Kuna iilesandes tdpseid védrtusi ei kiisitud, siis
voib kalkulaatoriga teha kdik tehted jérjest, vahepealseid tulemusi fikseerimata.



2. ULESANNE
(5 punkti)

Ulesannete tekstid

I Urnis on 10 kollast ja 6 rohelist kuuli. Leidke tdeniosus, et urnist
1) juhuslikult voetud kuul on roheline;

2) juhuslikult korraga voetud kaks kuuli on mdlemad rohelised.

IT Karbis on 9 valget ja 7 musta palli. Leidke tdenédosus, et karbist
1) juhuslikult voetud pall on valge;

2) juhuslikult korraga voetud kaks palli on mdlemad valged.

III Esimeses urnis on 5 punast ja 3 sinist kuuli, teises 4 punast ja 3 sinist kuuli.
Leidke tdendosus, et

1) esimesest urnist juhuslikult vdetud kuul on sinine;

2) vottes kummastki urnist juhuslikult tihe kuuli, on mdlemad kuulid sinised.

Vastused

9

3 1 9 3 3
I1) —;2)—-.1I1) —;2) —.1II1) —;2) —.
)8 )8 )16 )10 )8 )56

Néipuniited

Esimeses alaiilesandes on tegemist lihtsiindmusega. Lihtsiindmuse tdendosus on méératud soodsate
elementaarsiindmuste arvu suhtega kdikide elementaarsiindmuste arvusse.

Teises alatilesandes on tegemist liitsiindmusega. Kdigepealt tuleb selgeks teha, kas on tegemist
siindmuste korrutisega voi siindmuste summaga, teiste sonadega, kas on vaja rakendada tdenidosuste
korrutamise vai liitmise lauset. Tdenédosuste korrutamise lause puhul on oluline teada, kas
korrutatavad siindmused on soltumatud voi mitte. TOendosuste liitmise lause korral

peab teadma, kas liidetavad siindmused on iiksteist vilistavad voi mitte.

Lahendused

I
1) Olgu urnist rohelise kuuli votmine siindmus A.

m S . ..
P(A) = —, kus n on koigi voimaluste arv ja m — soodsate voimaluste arv.
n

Karbis on 16 kuuli, jirelikult ithe kuuli votmiseks on 16 vdimalust, seega n = 16.
Karbis on 6 rohelist kuuli, seega soodsaid juhuseid rohelise kuuli saamiseks on 6, seega m = 6.

Jarelikult P(A) = £ = E
16 8

2) Tahistame stindmused jirgmiselt:
A —rohelise kuuli tulek kahe kuuli korraga voi jargemooda votmisel,

A, - rohelise kuuli tulek esimesel vdtmisel,

A2 - rohelise kuuli tulek teisel votmisel.



Kiisitakse kahe korraga voi jirgemooda toimuva siindmuse tdendosust, jarelikult tuleb kasutada

tdendosuste korrutamise lauset.
Kahe kuuli korraga votmist voib vaadelda kui kuulide jargemo6oda votmist, kui esimesena voetud kuuli

enne teise kuuli votmist urni tagasi ei panda. Seega stindmuse A, tdendosus tuleb arvutada tingimusel,

et stindmus A, on toimunud.

Jarelikult
P(A)=P(A)-P(A,/A) =2 2 =1
1 V1615 8

I
1) Olgu esimesest urnist sinise kuuli votmine siindmus A.

m C e . <.
P(A) = —, kus n on koigi voimaluste arv ja m — soodsate voimaluste arv.

n

Siin n =8 ja m = 3, jarelikult
3
P(A)=—.
(A) B

2) Tahistame stindmused jargmiselt:
A — kahe sinise kuuli tulek kummastki urnist ithe kuuli votmisel,

A, - sinise kuuli tulek esimesest urnist ithe kuuli votmisel,

A2 - sinise kuuli tulek teisest urnist ithe kuuli votmisel.

Siindmused A, ja A, on sdltumatud siindmused, seega

33 9
(A) = P(A)-P(4,) T

Kommentaarid

Alaiilesandes 2) voib kdigi voimaluste arvu ja soodsate soodsate voimaluste arvu leida ka
kombinatsioone moodustades.

I Arvutame siindmuse A (urnist kaks juhuslikult korraga voetud kuuli on rohelised)
toimumiseks soodsate voimaluste arvu m ja kdigi voimaluste arvu n, kui urnis on kokku 16
kuuli ja 6 neist on rohelised:

, 6 5.6 16! 15-16

m=Cl=——="—=15jan=C} =——=——=120.
2141 1-2 214! 1-2
Leiame
p(A):ﬂzizl
n 120 8

Juhusliku siindmuse A tGendosuse arvutamisel tuleb silmas pidada, et 0 < P(A) <1.



3. ULESANNE
(10 punkti)

Ulesannete tekstid

I Antud on funktsioon y = x> —5x" +3x+7.
1) Leidke funktsiooni kasvamis- ja kahanemisvahemikud.
2) Arvutage funktsiooni vihim véirtus 16igul [— 2;4] .

II Antud on funktsioon y=—x"+5x =3x—7.
1) Leidke funktsiooni kasvamis- ja kahanemisvahemikud.
2) Arvutage funktsiooni suurim véirtus 16igul [— 2;4] .

III Antud on funktsioon y = x> —3x> —2.
1) Leidke funktsiooni kasvamis- ja kahanemisvahemikud.
2) Arvutage funktsiooni suurim védrtus 16igul [— I; 4].

Vastused

1 1
I 1)Kasvamisvahemikud (—oo;g) ja (3; ), kahanemisvahemik (5;3) ; 2) 16igul [— 2; 4] funktsiooni

vihim véirtus on — 27 .

1 1
II1)Kasvamisvahemik (5;3), kahanemisvahemikud (_OO;E) ja (3;0); 2) loigul [— 2; 4]

funktsiooni suurim viirtus on 27 .

III 1)Kasvamisvahemikud (—o0;0) ja (2;0), kahanemisvahemik (0;2); 2) 15igul [— 1; 4]
funktsiooni suurim vairtus on 14.

Néipuniited

I, II, IIT 1) Funktsioon y = f(x) on diferentseeruv. Diferentseeruv funktsioon on kasvav
vahemikus, kus f'(x) >0 ja kahanev vahemikus, kus f'(x) < 0. Seega tuleb leida funktsiooni tuletis
ning seejirel lahendada vorratused f'(x) >0 ja f'(x) < 0. Kuna on tegemist kuupfunktsiooniga, siis
vorratused f'(x)>0 ja f'(x) <0 kujutavad ruutvorratusi.
Ruutvorratuse lahendamiseks toimime jargmiselt:

1) leiame vastava ruutfunktsiooni nullkohad, st vorrandi f '(x) =0 lahendid;

2) arvestades ruutlitkme kordaja maérki ja leitud nullkohti skitseerime
ruutfunktsiooni graafiku (parabooli);
3) leiame jooniselt ruutfunktsiooni positiivsus- voi negatiivsuspiirkonna.

2) Etteantud 16igus funktsiooni suurima (vdhima) véartuse leidmiseks arvutame funktsiooni véértused
vastaval ekstreemumkohal, st f (xmax ), kui kiisitakse funktsiooni suurimat vidrtust voi f (xmin ) ,

kui kiisitakse funktsiooni vihimat vidirtust, ja 16igu otspunktides. Leitud funktsiooni véértuste
hulgast valime ndutud suurima voi vihima védrtuse.



Lahendused

I
1) Leiame funktsiooni y = x* —5x” +3x+7 kasvamis- ja kahanemisvahemikud.

a) Leiame funktsiooni y = x> —5x” +3x+ 7 tuletise ja seejirel tuletise nullkohad.
y' =3x"— 10x + 3,

1
yV=0=3"-10x+3=0 = x, =—, x, =3.
3

b) Arvestades funktsiooni tuletise avaldises y' = 3x* — 10x + 3 ruutliikme kordaja mirki ja tuletise
nullkohti skitseerime tuletist kujutava ruutfunktsiooni graafiku (parabooli).

y'>0\ /y'>0
1\/3 > x
3

y'<0

c¢) Kirjutame joonise abil vilja funktsiooni y= x’ =5x>+3x+7 kasvamis- ja
kahanemisvahemikud.
Funktsioon y = f(x)on kasvav argumendi x viirtuste korral, kus f'(x) >0 ja kahanev argumendi x

1
védrtuste korral, kus f'(x) < 0. Jooniselt nieme, et y' >0, kui x< 3 voi x>3 ja y' <0, kui
1
—<x<3.
3

1
Seega funktsiooni y = x° —5x° +3x+ 7 kasvamisvahemikud on (—oo; 5) ja (3;0) ;

1
kahanemisvahemik on (5; 3).

2) Loigul [— 2; 4)] omandab kuupfunktsioon vihima viirtuse kas 16igu [— 2; 4)] otspunktides voi
miinimumpunktis.
a) Leiame funktsiooni y = x” —5x” +3x+ 7 graafiku miinimumpunkti ordinaadi.

Kuupfunktsioonil saab olla vaid iiks lokaalne minimum. Eelnevast on niha, et kohal x =3
funktsiooni kahanemine lidheb iile kasvamiseks, jarelikult antud funktsioonil on lokaalne minimum
kohal x =3.

Arvutame miinimumpunkti ordinaadi:

y(3)=3"-5-3+3-3+7=-2.
b) Arvutame funktsiooni y = x” —5x* +3x+7 viirtused 15igu [— 2; 4)] otspunktides:
y(=2)=(-2)" =5-(=2)> +3-(-2)+7 =-217,
y(4)=4"-5-4>+3-4+7=3.
Jérjestame funktsiooni leitud vddrtused: f (— 2) <f (3) <f (4)

Seega funktsiooni vihim viirtus 15igul [— 2; 4)] on —27.




I
1) Leiame funktsiooni y = —x” +5x> —3x —7 kasvamis- ja kahanemisvahemikud.

a) Leiame funktsiooni y = —x” +5x> —3x—7 tuletise ja seejirel tuletise nullkohad.
y'==3x>+10x-3,

, 1
y'=0=-3x"+10x-3=0= x, =§, x, =3.

b) Arvestades funktsiooni tuletise avaldises y' = 3x* — 10x + 3 ruutliikme kordaja mérki ja tuletise
nullkohti skitseerime tuletist kujutava ruutfunktsiooni graafiku (parabooli).

vy >0
'
1 3 x
3
y'<0 y<0

¢) Kirjutame joonise abil vilja funktsiooni y=-x’+5x>—-3x—-7 kasvamis- ja
kahanemisvahemikud.
Funktsioon y = f(x)on kasvav argumendi x vértuste korral, kui f'(x) >0 ja kahanev argumendi x

1 1
viirtuste korral, kui f'(x) < 0. Jooniselt nieme, et y’' > 0, kui 3 <x<3 jay <0,kui x< 3 voi

x>3.

1
Seega funktsiooni y = —x> +5x° —3x —7 kasvamisvahemik on (5; 3);

1
kahanemisvahemikud on (_OO;E) ja (3;0).

3) Loigul [— 2; 4)] omandab kuupfunktsioon suurima véirtuse kas selle 16igul otspunktides voi
maksimumpunktis.
¢) Leiame funktsiooni y = —x’ +5x° =3x-7 graafiku maksimumpunkti ordinaadi.

Kuupfunktsioonil saab olla vaid iiks lokaalne maksimum. Eelnevast on niha, et kohal x =3
funktsiooni kasvamine lidheb iile kahanemiseks, jirelikult antud funktsioonil on lokaalne maksimum
kohal x=3.

Arvutame maksimumpunkti ordinaadi:

y3)=-3"-5.32-3.3+7=2.
d) Arvutame funktsiooni y = —x* +5x% —3x—7 viirtused 15igu [~ 2; 4)] otspunktides:
y(=2) =27,
y(d)=-3.
Jarjestame funktsiooni leitud vadrtused: f (4) <f (3) <f (— 2).

Seega funktsiooni suurim vértus 16igul [— 2; 4)] on 27.




11
1) Leiame funktsiooni y = x” - 3x” - 2 kasvamis- ja kahanemisvahemikud, st vahemikud, kus vastavalt

f'(x)>0 ja f'(x)<0.
Leiame funktsiooni y = x> - 3x* - 2 tuletise
y' = 3x% — 6x.
Kasvamisvahemike leidmiseks lahendame vérratuse 3x” — 6x > 0.
Selleks

leiame tuletise nullkohad: 3x* —6x=0 = x, =0, x, =2;
skitseerime parabooli, arvestades, et ruutliikme kordaja on 3 > 0, seega parabool avaneb diiles.

y' > /y'>0
N

y'<0

Jooniselt néieme, et f'(x)>0, kui x € (~;0)ja x e (2;),

seega kasvamisvahemikud on vahemikud (— 0; O) ja (2; oo);

Kahanemisvahemiku leidmiseks lahendame vorratuse 3x° — 6x < 0.
Jooniselt nieme, et f'(x)<0, kui x €(0;2),

Seega kahanemisvahemik on vahemik (0; 2)

2) Funktsiooni suurim védrtus 16igul [- 1; 4] voib olla 16igu otspunktides voi kohal
Xmax- Eelmises punktis skitseeritud joonise abil tuletise nullkohtade timbrust uurides
saame X, = 0. Seega funktsiooni lokaalne maksimum y,., =f(0)= -2.

Leiame funktsiooni védrtused 18igu otspunktides:

S =-6, f(4)=14.

Jarjestame funktsiooni leitud védrtused: f(-1) <f(0) <f(4).
Seega 106igul [-1; 4] on funktsiooni suurim véirtus 14.

Kommentaarid

Diferentseeruva funktsiooni ekstreemumpunktide liigi voib médrata kas funktsiooni teist jarku tuletise
abil voi uurides funktsiooni esimest jarku tuletise mérgi muutumist tuletise nullkohtade timbruses.

Olgu funktsiooni y = f(x) tuletise nullkoht x,, .
a) Ekstreemumpunkti liigi méadramine teist jarku tuletise abil:
kui f ) (x,) <0,siis kohal x, on funktsioonil maksimum,

Kui f ( X,)>0,siis kohal x, on funktsioonil miinimum.
I y =6x-10

. (1 1
f3=8>0 = x,,=3, f 5 =-8<0 = xmang

Il y'=-6x+10

f3)=-8<0 = x,,=3 f”@=8>0 = xmm=§



m  y=6x-6
f0=-6<0 = x_ =0, [ (2=6>0 = x_ =2

b) Esimest jirku tuletise mérkide tabeli abil:

NI
X —oo,g 3 5, 3 (3;00)
f'(x) + 0 - 0 -
13
f(x) / E \ -2 /
max min
1I
[ - % + 3 -
>

fx) =™ —r ~ X

voi
NI
X —00,5 3 g’ 3 (3’00)
£'(x) - 0 + 0 -
13
f(x) \A _75 / 2 \
min max

111

ff&x + o - 2 +

>

fix)y —¥ ~—~ —¥ X

vOi




N N NG R

3) Vahemiku voib esitada kujul  (a; b) voi a; b[.

11

11
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4. ULESANNE
(10 punkti)

Ulesannete tekstid

I Antud on funktsioon y =2sinx 1digul [0;271'].

1) Leidke funktsiooni nullkohad ja muutumispiirkond.

2) Joonistage funktsiooni graafik.

3) Kasutades saadud graafikut, leidke
a) funktsiooni positiivsus- ja negatiivsuspiirkond;
b) argumendi x vidrtused, mille korral y <-—1.

II Antud on funktsioon y =0,5cosx 1digul [0;272'].

1) Leidke funktsiooni nullkohad ja muutumispiirkond.
2) Joonistage funktsiooni graafik.
3) Kasutades saadud graafikut, leidke
a) funktsiooni positiivsus- ja negatiivsuspiirkond;

1
b) argumendi x védrtused, mille korral y < —Z.

II Ristkiilikukujulise plekitahvli diagonaal pikkusega d moodustab lithema kiiljega nurga « .
Plekitahvel keevitatakse mooda pikemat kiilge toruks. Arvutage toru libimdoodt ja ruumala, kui

d=3,6dm ja o =56,3°.

Vastused

I11) x,={0;7:27}; Y=[-22]. 3)a) x* =(0;7); X~ =(7:27); b) xe(%;lmj.

Il x, ={Z;3—”}; Y =[-0505]. 3)a) x* ={O;ZJY(3—7[;27I}; X" =(£;3—7[).
2 2 2 2 2

b) xe(z—”;él—”}
3 3

III Toru Libimdot on 0,64 dm ja ruumala 0,95 dm”.

Nipuniited
LII 1)
Funktsiooni nullkohtade arvutamiseks 16igul [O; 27[] on vaja lahendada vorrand vastavalt kas
2sinx=0(I) vai 0,5cosx=0(I).

Funktsiooni muutumispiirkonna leidmiseks arvestame, et nii y=sinx kui ka y=cosx
muutumispiirkond on Y :[—1;1]. Jarelikult y =2sinx ja y=0,5cosx muutumispiirkonna
leidmiseks tuleb y . ~ja y,. vdidrtused korrutada y=2sinx korral teguriga 2 ja

y =0,5cos x korral teguriga 0,5.

1,11 2)

Funktsioonide y = 2sin x (I) ja y = 0,5cos x (II) graafiku joonestamiseks vdib kasutada iiksikuid
punkte, vajadusel voib koostada valitud punktide koordinaatidest veel ka tabeli.

12



13

Funktsioonide y = 2sinx (I) ja y =0,5cosx (II) graafiku vdib joonestada, lihtudes vastavalt
funktsioonide y=sinx (I) vdoi y=cosx(Il) graafikust. Abigraafikute y=2sinx voi
y =0,5cosx vastavate punktide ordinaate 2-ga (I) vdi 0,5-ga (II) korrutades saame vajalikud
punktid iilesandes ndutud graafikute joonestamiseks.

I-1I 3
a) Funktsioonide positiivsus- ja negatiivsuspiirkonna loeme vastava funktsiooni graafikult.

1
b) Selleks, et leida argumendi x vidrtused, mille korral y < —1 (I) voi y < _Z (IT), on

1
otstarbekas joonestada abisirge y=—1 (I) voi y = —Z (II) ning leida vastava abisirge ja sinusoidi
l1dikepunktide abstsissid.

Sinusoidi ja sirge 16ikepunktide abstsissid saab ka arvutada, lahendades vorrandisiisteemi

y=2sinx y=05cosx
{ _ 1 (I) voi 1 ,
y= y= 4

arvestades, et 0 < x < 2rx.

I

Kui plekitahvel keevitatakse toruks mooda pikemat kiilge, siis saadud silindri kdrgus on vordne
ristkiiliku pikema kiiljega ja silindri pdhja imbermddt on vordne ristkiiliku lithema kiiljega.

Ristkiiliku kiilgede pikkused on leitavad tdisnurkses kolmnurgas kehtivate trigonomeetriliste
seoste kaudu.

Toru labimdddu arvutamiseks on vaja teada ringjoone pikkuse valemit ja toru ruumala
leidmiseks silindri ruumala valemit.

Lahendused

I1)

Funktsioon y = 2sin x on antud I5igul [0;27].

Funktsiooni y = f (x) nullkohad on vorrandi f(x)=0 lahendid.

2sinx=0 = sinx=0=x, =0, x, =7 ja x; =27,kui 0<x<2r7.
Seega x, € {0; 2 }funktsiooni nullkohad on 0, 7 ja 27 .

Funktsiooni muutumispiirkond on Y = [— 2; 2].

2)

Funktsiooni graafiku joonestamise holbustamiseks koostame argumendi x sobivate véirtuste ja neile
vastavate funktsiooni véirtuste tabeli.

0° =0l 30°=Z| 90°=Z| 150°= 7| 180°= x| 210° =7 270° =37 3300 =17 360°= 24
X 6 2 6 6 2 6
- 0 ! 1 ! 0 ! 1 ! 0
y=S8imx 2 9 B 9
y=2siny 0 1 2 1 0 -1 -2 -1 0

Joonestame koordinaatteljestikus funktsiooni y = 2sin x graafiku 16igul [0; 272'].

13
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y
y =2sin x
In lin
1 6 6 xL
T o

a)

Funktsiooni y =2sin x graafikult nieme, et funktsiooni y = 2sin x positiivsuspiirkond on

X" = (O ; 7z) ja negatiivsuspiirkond on X = = (7z ; 27z).

b)
Tédiendame joonist sirgega y = —1. Jooniselt ndeme, et funktsiooni y =2sinx graafik on allpool
irget y = —1. kui x € T 1lx
sirget y =—1, kui —— |
6 6
. . . jy=2sinx o : .
Tdepoolest, leides vorrandisiisteemist | joonte y=2sinx ja y=-—1 Idikepunktide
y=-
abstsissid:
y=2sinx : . 1
= 2sinx=-1 = sinx=—— ja
y=-1 2
N S . . 1 ) T Ir
arvestades, et arcsin—=— ning 0<x<27x, on vorrandi sinx =—— lahendid x;, =7 +—=—
2 6 2 6 6
N 1z
ning =2r——=—
? 6 6

Seega, kui x € (7%,%) siis y<—1.

14
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Kujutame joonisel plekitahvli ja kanname sellele antud suurused d (d = 3,6 dm) ja a (a=56,3°).

Kui plekitahvel keevitatakse toruks modda pikemat kiillge NK =ML, siis tekib silinder, mille
korguseks (h) on plekitahvli pikem kiilg ja pohja iimbermdot (C) vordub plekitahvli lithema kiilje KL

pikkusega.
N M
d h
a C
K L

a) Vaatleme tdisnurkset kolmnurka KLM ning leiame 16ikude ML ja KL pikkused:

ML

sina = % = sin56,3° = = ML =3,6-sin56,3° ~ 2,995,

b

cosa = KL = €0s56,3° = KL = KL=3,6-c0s56,3°~1,997 .
KM 3,6

Seega silindri kdrgus (4) on 2,995 dm ja pdhja timbermdot (C) on 1,997 dm.
b) Toru 1dbimdddu 2r arvutamiseks kasutame ringjoone pikkuse valemit C = 277, millest

2r _C = 2r= 197
7 7T

~ 0,636 (dm).

Toru 14bimoot (kahe tiivenumbriga) on ligikaudu 0,64 dm.

¢) Kui 2r = 0,636 dm, siis 7 ~ 0,318 (dm).

Arvutame toru ruumala, lahtudes silindri ruumala valemist V=mwh.

V ~7-0,318%-2,995 ~ 0,951 (dm).

Toru ruumala (kahe tiivenumbriga) on ligikaudu 0,95 dmi;

Kommentaarid

I-1I

Saame

Ulesande lahendamisel peame kogu aeg silmas pidama, et funktsioone y = 2sinx ja y =0,5cosx

vaatleme vaid 16igul [0; 272'].

Funktsiooni graafiku joonestamisel on oluline valida koordinaattelgedel dige modtkava. Kui x-teljel
on 7 (7 = 3) mirgitud nt kuue ruudu kaugusel koordinaatide alguspunktist, siis y-teljel peaks iihik 1

asetsema kahe ruudu kaugusel.

15
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Vorrandite sinx=0 ja cosx = _E lahendamisel voib kasutada ka trigonomeetriliste pohivorrandite

iildlahendi valemeid:

kui sin x =m , siis x=(-1)"arcsinm+nz,neZ;
kui cosx=m,siis x=*arccosm+2nmw,nc”/,
arvestades erilahendite leidmisel tingimust 0 < x <27 .

Nditeks
a) sinx=0 = x=(-1"arcsinO+nzr = x=nr, sest arcsin0=0.

Kui n=0,siis x; =0; kui n=1,siis x, =7 ; kui n=2,siis x3 =27,
1 1 2z
b) cosa=—§ = x=iarccos(—§)+2n7z = x=i?+ 2nr, sest

1 1 T 2z
arccos(——)=m —arccos— =g ——=—.
2 3 3

2r 2r 4
Kui n =0, siis x, :?; kui n=1, siis x, :—?+27r:—.

I

Ligikaudsete arvudega arvutamisel on soovitav teha vahepealsed tehted kalkulaatoril jirjest,
vahetulemusi timardamata ja alles ldpptulemus iimardada vajaliku tidpsuseni.

Oigeks tuleks lugeda ka ligikaudsed vastused: toru 1ibimdot 0,6 dm ja ruumala 1,0 dm’, mis on antud
algandmete tipsusega.

16



5. ULESANNE
(10 punkti)
Ulesannete tekstid
I Tiik on tdisnurkse trapetsi kujuline. Trapetsi alusteks olevate J
kallaste pikkused on a ja b (a > b) ning nendega ristuva kalda
pikkus on ¢, vt joonist. Trapetsi diagonaalide ldikepunktis ¢
paikneb purskkaev. \

17

1) Leidke purskkaevu kaugus tiigi kaldast pikkusega a.
2) Arvutage see kaugus, kui @ = 60 m, b = 40 m ja ¢ = 30 m.

I Hoone kiilgsein on tdisnurkse trapetsi kujuline. Seina pikkus on c
ning seina suurim ja vidhim korgus on vastavalt a ja b (a > b), vt
joonist. Seina diagonaalide 16ikepunkti kinnitatakse prozektor.

1) Leidke prozektori kaugus seina servast pikkusega b.
2) Arvutage see kaugus, kuia=9m,b=6m.ja c=15m.

III Téisnurkse trapetsi kujuline vertikaalne reklaamtahvel, mille iiks
diagonaal on risti pikema haaraga, toetub pikema haaraga
maapinnale, vt joonist.

1) Avaldage selle reklaamtahvli nurkade kaugused maapinnast, kui
reklaamtahvli paralleelsed kiiljed on a ja b (a>b)ning pikem

haar on c.
2) Arvutage need kaugused, kui
a=45m,b=288mjac=27m.

a bc

Vastused 11

€ i 18m. 10 1)
a+b a+

b2
1) va* —c¢*, ——; 2)3,6m,2,3 m.
\]Clz —C2

;32)6m.
piooem

Népunaiited

L II Joonestame trapetsile diagonaalid ning otsitava ristldigu diagonaalide 16ikepunktist iilesandes

nimetatud trapetsi kiiljele. Selle 16igu pikkuse leidmisel voib kasutada kolmnurkade sarnasust,
rakendada koordinaatide meetodit kasutada tekkinud kolmnurkade pindalasid, rakendada

koordinaatide meetodit vdi kasutada planimeetriaiilesande lahendamist trigonomeetria rakendamisega

jm.

I Mirgime joonisele otsitavad 1d6igud. Nende 1dikude pikkuste leidmisel voib toetuda kahe

kolmnurga sarnasusele ning rakendada Pythagorase teoreemi.

17
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Lahendused
I
1. lahendus
Cy C(0; ) B(b; ¢)
Ala; 0)
0(0; 0) b a X

1) Vaatleme trapetsit koordinaatteljestikus. Valime koordinaatide alguspunktiks trapetsi pikema aluse
ja lihema haara Idikepunkti. Suuname x-telje piki pikemat alust ja y-telje piki lithemat haara.
Téhistame trapetsi tipud ja leiame tippude koordinaadid: A(a;0), B(b;c),C(0;c),0(0;0). Leiame
nende sirgete vorrandid, millel asetsevad diagonaalid AC ja OB.

AC: y= —£x +c, OB: y= %x. Leiame diagonaalide AC ja OB ldikepunkti
a
-° b
Y b =2

. S S c by ay

ordinaadi, mis kujutabki kiisitud kaugust. c = = —=a——
y=——x+c ay c c
a X=a——
c
ac
= ay+by=ac = y=
a+b
. . ac
Seega purskkaevu kaugus tiigi kaldast pikkusega a on L
a—+
2) Arvutame h , kuia =60 m, b =40 m ja ¢ = 30 m.
60-30
h= = 18 (m).
60 + 40
Vastus. Purskkaevu kaugus tiigi kaldast pikkusega a on , arvuliselt 18 m.
a+
2. lahendus D b C
ap
Antud: AB=a, DC=b, AD-=c.
Leida: kolmnurga AOB korgus h. c
.o . . ~ . . ~ h

1) Trapetsi diagonaalide AC ja BD Idikumisel tekivad vordsed /

tippnurgad, seega /AOB = /DOC. Kahe paralleelse sirge
(trapetsi alused) ldikamisel kolmandaga (diagonal AC) tekivad
vordsed poiknurgad, seega LCAB = ZACD . Kui iihe kolmnurga
kaks nurka on vastavalt vordsed teise kolmnurga kahe nurgaga, siis
on need kolmnurgad sarnased, seega AAOB =~ ADOC .

18
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Sarnaste kolmnurkade pindalad suhtuvad nagu vastavate kiilgede ruudud. Kui kolmnurga AOB korgus

ah

on h, siis kolmnurga DOC kdrguson ¢—h. Seega 2 ___ a—2

: g g . Seeg We-h) " b

2
h 2

Siit ——— =" ja ahb® = a*b(c—h),

blc—h) b
jagades saadud vorduse vastavaid pooli ab # 0, saame hb = a(c — h). Avaldame h:
hb=ac—ah = hb+ah=ac = h(b+a)=ac = h= acb‘

a+

2) Kauguse arvulise vdirtuse saame nii nagu 1. lahenduses.

Vastus. Purskkaevu kaugus tiigi kaldast pikkusega a on , arvuliselt 18 m.

a+b

3. lahendus
Antud: AB=a, DC=b, AD-=c.
Leida: kolmnurga AOB korgus h.

1) Vaatleme kolmnurkade pindalasid. Kolmnurga AOD pindala saab avaldada kahel erineval viisil:

Saop =S aco =Spoc =S asp =S aos -
Et kolmnurga AOB korgus on h, siis kolmnurga DOC korgus on c-h.
Avaldades kolmnurkade pindalad antud suuruste kaudu, same seose

cb blc—h) ac ah

2 2 2 2
ac

a+b
2) Kauguse h arvulise véértuse saame nii nagu 1. lahenduses.

Siit ¢cb —cb+bh =ac—ah ja h=

4. lahendus
Antud: AB=a, DC=b, AD-=c.
Leida: kolmnurga AOB korgus h.

1) Trapetsi pindala saab leida kolmnurkade pindalade kaudu.
Sasco = Saps T Sasc = Sapo + Spoc -

ac ac ah b(c - h)

— .
2 2 2 2

a+b
Seega c=
2

ac
a+b’

Siit saame ac +bc = ac+ac—ah+bc—bh ja h=

2) Kauguse h arvulise vidrtuse saame nii nagu 1. lahenduses.

19
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5. lahendus
D b
0
B a-x X
A a
Antud: AB=a, DC=b, AD =c.
Leida: kolmnurga AOB korgus h.

1) Tédhistame otsitava kauguse OF = h, 16igud EB = x, AE = a — x janurgad ZDBA = ja

/4DCA=ZCAB=, .
a) Vaatleme kolmnurki BOE ja AOE.

ABOE : tana:ﬁ,siit h=xtana ja

X
h
AAOE : tan f = ,siit h=(a—x)tan S .
a—x
Jarelikult xtan @ =(a — x)tan £, siit
a-tan f

tana+tan B
a-tan f-tan
tana +tan S

b) Avaldame tan« ja tan f antud suuruste a, b, ja ¢ kaudu ning asendame need /s saadud
avaldisesse.

A AADB :tan o :E.

Seega h =

a
AADC : ZACD = ZBAC= [ (pdiknurgad), seega tan 3 :%.
2
c c c
@22 B ac
S h= a _ =
cesd c c cla+b)  a+b
a b ab

2) Kauguse h arvulise védrtuse saame nii nagu 1. lahenduses.

20
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I
N
M
c-h h

a

K c L
Antud: KN=a,ILM =b, KL=c.
Leida: kolmnurga LOM korgus h.

1) Diagonaalide 16ikumisel tekivad vordsed nurgad ZKON = ZLOM (tippnurgad). Kahe
paralleelse sirge 16ikamisel kolmandaga tekivad vordsed pdiknurgad, seega ZLNK = ZNLM . Kui
tihe kolmnurga kaks nurka on vordsed teise kolmnurga kahe nurgaga, siis need kolmnurgad on
sarnased, jarelikult AKON ja ALOM on sarnased.

Sarnaste kolmnurkade pindalad suhtuvad nagu vastavate kiilgede ruudud.

Kui kolmnurga LOM korgus on h, siis kolmnurga KON korgus on ¢ —h . Seega
bh
2 __b
alc—=h) g2
2
bh b’
Siit ———— =— ja bha® =b’a(c—h).
alc—h) a
Jagades eelmist vordust teguriga ab # (0, saame
ah=b(c—h).
Avaldame korguse 4 :
b
ah=bc—bh = ah+bh=bc = h(a+b)=bc = h= Cb.
a—+
2) Leiame suuruse A vdirtuse, kuiia=9m,b=6 mjac=15m:
6-15
h=——=06(m).
9+6

Vastus. ProZektori kaugus seina servast pikkusega b on

, arvuliselt 6 m.
a+b

21



22
11X

P
Antud: ML=a, NK=b, KL=c.
Leida: MK ja NP .

1) Kolmnurk MKL on tiisnurkne ning Pythagorase teoreemi pohjal MK =+ a* —c* .

Et NP L PL ja MK 1 PL,siis NP 11l MK.

Kuna kahe paralleelse sirge NP ja MK l0ikamisel sirgega NK tekivad vordsed pdiknurgad siis
/PNK = ZNKM . Kui iihe kolmnurga kaks nurka on vastavalt vdrdsed teise kolmnurga kahe
nurgaga, siis need kolmnurgad on sarnased, seega

ANPK ~ AMNK .

Sarnaste kolmnurkade vastavad kiiljed on vordelised, jarelikult

NK MK b MK b? b?
— = = —=—— = NP= = _
NP NK NP b MK a—c?

2) Arvutame 1d6ikude MK ja NP pikkused, kuia=4,5m, b =288 mjac=2,7 m:

MK =./4,5" —2,7° =,/12,96 = 3,6 (m),

2,387 8,2944
NP = = =2,304 ~ 2,3 (m).
V4,52 =277 3,6
b2
Vastus. Reklaamtahvli nurkade kaugused maapinnast on a® —c’ ja T arvuliselt 3,6
a —c

m ja2,3m.

Kommentaarid

Teades, et sarnaste kolmnurkade vastavad joonmddtmed on vordelised, ja kasutades seda I variandi
2.lahenduses sarnaste kolmnurkade AOBja DOC aluste ja korguste kohta, saame kohe seose

h
a_ ,millest & = ac
b c—h a+b
- o a c—h . bc
Analoogiliselt saame II variandi puhul seose — = , millest h = .
b h a+b

Punkti kauguse kiiljest saab avaldada ka nurkade kaudu, kasutades arkusfunktsioone, mis on
avaldatud kiilgede a, b ja ¢ kaudu. Sellist lahendusmeetodit kasutades jddb punkti kauguse avaldis
pikk ja kohmakas. Arkusfunktsioonide kaudu nurkade leidmisel on rohkem mdotet siis, kui  kauguse
avaldamine kiib iile jou ning tahetakse kaugust arvutuste teel kitte saada.
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Ulesande lahendamine toetub joonisele, rohutame seejuures - joonist tuleb digesti kasutada. Antud
ilesande puhul tuleb silmas pidada, et
e trapetsi diagonaalid ei poolita trapetsi nurki;
diagonaalid pole risti;
diagonaalid ei poolita teineteist;
trapetsi keskldik ei ldbi diagonaalide I6ikepunkti;
diagonaalide Idikepunkt ei jaota diagonaale suhtes 2:1;
e diagonaalide 16ikepunkti ristprojektsioon trapetsi alustel ei poolita aluseid.
Nimetatud punktide vastu eksimine lihtsustab oluliselt antud iilesande lahenduskiiku ja annab vale
vastuse.
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6. ULESANNE
. (10 punkti)
Ulesannete tekstid
I Kiilmas toas, kus temperatuur oli 0° C, liilitati sisse radiaator ning toa temperatuur hakkas

I

I

tdusma. Esimese tunniga tousis temperatuur 5 kraadini. Alates teisest tunnist oli iga tunni
ja sellele vahetult eelneva tunni jooksul toimunud temperatuurimuutuste jagatis jadav suurus
g. Kolmanda tunni 16puks oli toas 10 kraadi sooja.

1) Arvutage konstant q.

2) Kui soojaks ldheb see tuba tundide arvu tokestamatul kasvamisel?

Kiilmas toas, kus temperatuur oli 0° C, liilitati sisse radiaator ning toa temperatuur hakkas
tdusma. Alates teisest tunnist oli iga tunni ja sellele vahetult eelneva tunni jooksul
toimunud temperatuurimuutuste jagatis jddv suurus . Esimese kahe tunniga tdusis
temperatuur 6 kraadini. Kolmanda tunniga kasvas temperatuur 2 kraadi vorra.

1) Arvutage konstant q.

2) Kui soojaks ldheb see tuba tundide arvu tokestamatul kasvamisel?

Langevarjur hiippab 1000 m koérguselt. Suletud varjuga langev langevarjur 1dbib esimese
sekundiga 4,9 m ja iga jargneva sekundiga 9,8 m rohkem kui eelmise sekundiga. Kui
langevarjur on langenud 490 m, siis avab ta langevarju ja liugleb maa poole, ldbides niiiid
igas sekundis 4 m. Kui kaua see langevarjuhiipe kestab?

Vastused

1) q= # ~0,618:2) 28 ;ﬁ ~13,1° (13°).

M1 g=

1+\/E

= 0,768 :2) 11++/13 ~ 14,6° (15°).

III Ligikaudu 2,3 minutit.

Népuniited

LI

I

Jarjestikuste tundide temperatuurimuutused kujutavad geomeetrilise jada jirjestikuseid
liikkmeid. Kirjutame vilja iilesande tingimused, kasutades geomeetrilise jada vastavaid
n
valemeid: a, = a;q"", S, = al(q 1), §="14
q-1 I-q
Avaldame saadud seoste abil otsitava suuruse ¢, arvestades seejuures, et iilesande
tingimuste pohjal q > 0.

Leidmaks toa soojust tundide arvu tokestamatul kasvamisel on vaja leida S ( lim §,,),
n—»0

, kui |q|<1 jan—o.

olles eelnevalt veendunud, et tekkinud jada on hédébuv, st et |q| <l1.

Esimesed 490 meetrit hiippest: laskumiste teepikkused jarjestikuste sekundite jooksul
kujutavad aritmeetilise jada jérjestikuseid liikmeid, kasutades aritmeetilise jada summa

2a; +(n—=1)d
2

arvutame iilejddnud 510 m ldbimiseks kulunud aja ning arvutame hiippe kestvuse.

valemit S, = -n, leiame kui palju kulus aega langevarju avamiseni. Siis

24
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Lahendused
I Temperatuurimuutuste jada kohta on teada a; =5 ja Sy =ay +a, +az =10.

1. lahendus
1) Saame vorrandisiisteemi

{a1=5 . a; =5

D VOl
a; +a,q +a;q> =10 al!qS—l!_lo 2)

qg-1
(1ja2)= g% +¢—1=0, millest
1 5
q, = ——+£ ~0,618
2 2
15 ) - )
qr = —E - 7 < 0, vdorlahend, iilesande andmete pdhjal temperatuur toas hakkas tdusma (q > 0).
2) Et jada tegur |q| <1, siis tegemist on hiddbuva jadaga. Kasutame valemit S = 1a' jaleiame S.
—-q

510 _53+45)
1_—1+\/§ 3-45 2
2

Seega pika aja moddudes on toas ligikaudu 13,1 ° C sooja.

—1+\/§
2

S =

~13,1

Vastus. 1) Konstant g = ~ (0,618 ja 2) kiillalt pika aja moddudes on toas sooja 13,1 °C.

2. lahendus

1) Vaatleme tekkivat temperatuuride jada 5, x ja 10 kraadi vastavalt 1., 2. ja 3. tunni 16pus. Millest
moodustame temperatuurimuutuste jada: 5, x — 5 ja 10 — x kraadi.

Alates teisest tunnist oli iga tunni ja sellele vahetult eelneva tunni jooksul toimunud
temperatuurimuutuste jagatis jadv suurus ¢, st

XS _10mx o s a5-0o =ﬂ~8,09
5 x—5 2
X, = ﬂ <0 - voorlahend, sest teksti jirgi x > 5.
5+5V5
Seega g = 2 :5\/5—5:\/§—lz0’618'

5 10 2

2) Lahendus sama, mis 1. lahenduse korral.
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3. lahendus

II 1) Olgu temperatuurimuutuste jada x, y, 2, siis iilesande tingimuste pdhjal:

+y=6 Y _g
6—
l:q = y :L:qzlzq(&]—l):&]z—q—1=O:>
x po2 al6g-2)
5 =
Yy
q,= 1+g/ﬁ ~0,768, gq,= ¥<O (V66rlahend, sest iilesande teksti jargi q > O)

2) S leidmiseks arvutame kdigepealt temperatuurimuutuste jada esimese lilkme x:

2 12

q:1+\/ﬁ’

y 12-6 12-6 36

g (A+13)-(1+13) 1442413 74413

Temperatuurimuutuste summa leiame valemi S =

abil:

I-g
G- 36 _ 036 108 B~14ac0

(7“/—{ 1+\/_J 7+413J5-+13) 11-413

I
Esimesed 490 meetri jooksul toimub langemine nii, et jérjestikustes ajaiihikutes 1dbitud teepikkused

kujutavad aritmeetilise jada jarjestikuseid liikmeid, seega: a; =4.,9, d =9,8 ning S, =490.
Téhistades esimese 490 m ldbimiseks kulutatud aja sekundites n, saame vorrandi

B+(n-1)-98
0 (”2 )98 490 = 4.9n® = 490
Lahendades saadud vorrandi saame:
n, =10,
n, =—10 (vodrlahend, sest sekundite arv ei saa olla negatiivne).

Seega 490 meetri labimiseks kulus 10 sekundit.
Viimased 510 meetrit ldbiti 510 : 4 = 127.5 sekundiga.

Kokku kulus aega seega 137,5 sekundit, mis on 2 minutit 17,5 sekundit ~ 2,3 minutit

Vastus. Langevarjuhiipe kestis ligikaudu 2,3 minutit.
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Kommentaarid

Ulesande teksti tuleb lugeda tihelepanelikult ja rohkem kui iiks kord, et sellest digesti aru saada.
Endale tuleb selgeks teha, millistest suurustest tdpselt jada moodustub ja mis liiki see on.
Lahenduskdiku tuleb kindlasti selgitada.

I ja II variandis tuleb tdhele panna, et 1dpptemperatuur on jirjestikuste muutuste summa (mitte jada n-
es liige). Kuna tegur ¢ < 1, siis on jada hddbuv ja tuleb leida hddbuva geomeetrilise jada koikide
liikkmete summa. Summa leidmiseks voib kasutada ka piirvédrtust jada n esimese liikkme summast S,
kui n — oo. Et tegemist on praktilise iilesandega, siis voib tidpsete irratsionaalarvuliste tulemuste
asemel kasutada ka nende ligikaudseid véértusi.

III variandis tuleb mdista, et teepikkus 490 m on aritmeetilise jada teatud arvu liilkmete summa.
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7. ULESANNE
(15 punkti)

Ulesannete tekstid

I Vordhaarse trapetsi ABCD alused on paralleelsed y-teljega ja x-telg on trapetsi siimmeetriateljeks.
Antud on tipp A(1,5; —5,5) ning vektor AD = (3,2;2,4).
Tehke joonis.
Leidke
1) trapetsi pindala;
2) trapetsi alusnurk;
3) selle sirge vorrand sirgele, millel paikneb haar AD;
4) haarade pikenduste 16ikepunkt.

II Vordhaarse trapetsi ABCD alused on paralleelsed x-teljega ja y-telg on trapetsi siimmeetriateljeks.
Antud on tipp A(-5,5; 1,5) ning vektor AD = (2,4;3,2).
Tehke joonis.
Leidke
1) trapetsi pindala;
2) trapetsi alusnurk;
3) selle sirge vorrand sirgele, millel paikneb haar AD;
4) haarade pikenduste 16ikepunkt.

III Rombi ABCD diagonaal AC on paralleelne y-teljega. Teada on rombi tipp
B(—1,6; 0) ja vektor BC = (3,6; 4,8).
Tehke joonis.
Leidke
1) rombi diagonaalide pikkused;
2) rombi nurk « tipu A juures;
3) tippe B ja C labiva sirge s vorrand;
4) sirge s ja sirge x+ y —10,3 = 0 16ikepunkt.

Vastused

4 53
11)27,52;2) o =arctan E ~ 53°08'; 3) 3x — 4y —-26,5=0; L[Z ;Oj.
4 53
II1)27,52; 2) oo = arctan 5 ~53°08';3)4x -3y +26,5=0; L O;Z .

I 1) AC=9,6, BD=7,2;2) aa=arccos 0,2802 = 73°44"; 3) y:£x+£;4) L Z,ﬁ .
3 15 25
Napunaited

—_

I, II 1) Teeme joonise, selleks kanname koordinaatteljestikku punkti A ja vektori AD . Leiame punkti
D koordinaadid ning peegeldame punkti A ja D x-teljest (y-teljest).

2) Leiame trapetsi aluste ning kdrguse pikkused ja arvutame trapetsi pindala.
3) Leiame trapetsi alusnurga. Selleks saab kasutada tdisnurkse kolmnurga trigonomeetrilisi

funktsioone, siinusteoreemi, koosinusteoreemi, nurka saab leida ka vektorite abil ning sirge AD tdusu
kaudu, sirgete AB ja AD vahelise nurgana.
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4) Koostame sirge vorrandi, selleks saab kasutada sirge vorrandi erinevaid kujusid (sirge vorrand kahe
punkti A ja D kaudu, punkti A ja vektori AD kaudu).

5) leiame haarade pikenduste 16ikepunkti. Teame, et trapets on siitmmeetriline x-telje (y-telje)
suhtes, seega x = 0 (y = 0). Arvutame teise koordinaadi.

III 1) teeme joonise, selleks kanname koordinaatteljestikku punkti B ja vektori BC . Leiame
punkti C koordinaadid ning peegeldame punkti C y-teljest, saades nii joonisele punkti A ning
kanname joonisele punkti D (kasutame teadmist, et rombi diagonaalid on risti ning poolitavad
teineteist).

2) leiame rombi diagonaalide pikkused.

3) leiame rombi nurga. Selleks saab kasutada tdisnurkse kolmnurga trigonomeetrilisi
funktsioone, nurka saab leida ka vektorite abil.

4) koostame sirge s vorrandi, selleks saab kasutada sirge vorrandi erinevaid kujusid (sirge
vorrand kahe punkti B ja C kaudu, punkti B ja vektori BC kaudu).

5) sirge s ja sirge x + y — 10,3 =0 16ikepunkti leidmiseks lahendame vorrandisiisteemi.

Lahendused

I Arvutame punkti D koordinaadid: D(4,7; =3,1). Simmeetria pdhjal on punktide B ja C koordinaadid:
B(1,5;5,5); C(4.7; 3,1).

+b
1) trapetsi pindala SzaT-h.AB=a=2-5,5=11;DC=b=2-3,1=6,2;

11+6,2

h=47-15=32; § = -3,2=27,52

32
2) trapetsi alusnurk o = arctan—— =~ 53°08'

9

3) Sirge AD vorrandi koostame punkti A ja vektori E kaudu:

XoLS _YESS s 4y_265-0
32 24

4) Leiame haarade pikenduste 16ikepunkti koordinaadid: teame, et y = 0, x koordinaadi leidmiseks

53 53
tuleb lahendada vorrand 3x —4-0-26,5=0=x = Z . Loikepunkt on L(z;()j .

II Arvutame punkti D koordinaadid: D(-3,1; 4,7). Stimmeetria pdhjal on punktide B ja C
koordinaadid: B(5,5; 1,5); C(3,1; 4,7).

+b
1) trapetsi pindala S=aT-h.AB=a=2-5,5=11;DC=b=2-3,1=6,2;

h=47-15=3.2; S:11+6’2

-3,2=2752
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2) trapetsi alusnurk o = arctan—— =~ 53°08’

9

3) Sirge AD vorrandi koostame punkti A ja vektori E kaudu:

X35 _y=lS e 3y4265-0
24 32

4) Leiame haarade pikenduste 1dikepunkti koordinaadid: teame, et x = 0, y koordinaadi leidmiseks

53 53
tuleb lahendada vorrand 4-0 — 3y +26,5=0=y= Z . Ldikepunkt on L(O; Zj .

30

III Arvutame punkti C koordinaadid: C(2; 4,8). Et rombi diagonaalid on risti ning poolitavad

teineteist, on punktide A ja D koordinaadid: A(2; —4,8); D(5,6; 0).

1) Rombi diagonaalid on AC=2-4,8=9,6 ningBD=2-3,6=7,2
2) Rombinurk o =2- arctan%g ~ 73°44"'

)

3) Sirge s vorrandi koostame punkti B ja vektori BC kaudu:

X6 Y 4y 3y464=0
36 48

4) Sirge s ja sirge x + y — 10,3 = 0 16ikepunkti leidmiseks lahendame

. L . |4x-3y+6,4=0
vorrandisiisteemi: 0=>x=35,y=6,8.
x+y—-103=0

Loikepunkt on L(3,5; 6,8)

Kommentaarid

I, IT 1) Trapetsi pindala saab leida ka kujundi tiikkeldamise v&i integraali abil.

2) Alusnurka saab leida:

9 b

= arccos 5
4

. . 3,2 .
e tiisnurkse kolmnurga abil: & = arctan— = arcsin

AD-AB _ 24-11

‘EHE‘ 4-11

32 24

sing  sin90°’
16+5,76-10,24

e koosinusteoreemi abil: cosa = ;

2.2,4-4

e vektorite abil: COS & =

e siinusteoreemi abil:

e sirge AD tdusunurga kaudu:
I variant: k = 0,75 = o = 90° — arctan 0,75,

. 4 4
II variant: k = E =>a= arctang;
e sirgete AB ja AD vahelise nurga kaudu:

kl _kz

1+k, -k,

tana = , kus k, ja k, on sirgete AB ja AD tousud.

=0,6 = o =53°08",

30



111
2) Rombi nurka saab leida:

e tdisnurkse kolmnurga abil: =2 - arctanﬁ =2 arcsin%

b
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8.ULESANNE
(15 punkti)

Ulesannete tekstid

I On antud joon y = xInx+ 2x.
1) Leidke sellel joonel punkt P(x; y), mille koordinaatide summa on vihim.

2) Leidke arv a, mille korral sirge y = ax —2 on antud joone puutujaks.
Arvutage vastava puutepunkti koordinaadid.

II On antud joon y =—xInx+2x.
1) Leidke sellel joonel punkt P(x; y), mille koordinaatide summa on suurim.

2) Leidke arv b , mille korral sirge y = 5x + b on antud joone puutujaks.
Arvutage vastava puutepunkti koordinaadid.

IHI On antud kaks funktsiooni y = log(kx) ja y = 2log(x +1).
1) Leidke kummagi funktsiooni mdaramispiirkond.
2) Miirake kordaja k nii, et vorrandil log(kx) = 210g(x + 1) on iiks lahend.

Vastused

I1) P(e_4 e ); 2) a =3+ 1In2, puutepunkti koordinaadid on M(2; 4+ 21n 2).
I P(ez; 0); D b=e", puutepunkti koordinaadid on M (6_4; 6e_4).
I 1) Kui k >0, siis X =(0:4+00), kui k <0, siis X =(=00;0); 2) k=4,

Népunaiited

I, IT 1) Esimeses alapunktis on tegemist ekstreemumiilesandega. Selleks, et leida suuruse y vihim
(suurim) vidirtus, on vaja vastav funktsioon y = f(x) esitada valemina.
Moodustame funktsiooni § = x+ y, asendades selles y iilesandes antud avaldisega, saame iihe

muutuja x funktsiooni S(x) .

Uurime saadud funktsiooni tuletise abil, st leiame tuletise S '(x) ja lahendame vorrandi § ’(x) =0.

Maksimum- ja miinimumkoha eraldamiseks uurime funktsiooni tuletise mirgi muutumist tuletise iga
nullkoha iimbruses voi funktsiooni teise tuletise mérki tuletise nullkohal.

Kui punkti P abstsiss on leitud, asendame selle seosesse y = f (x) ja arvutame punkti P ordinaadi.

2) Olgu puutepunkt M (xo 2 Yo ) Teame, et funktsiooni y = f (x) graafiku puutuja tdus kohal X,
on vordne funktsiooni tuletisega sellel kohal, seega a = f '(xo )

Kuna punkt M (xo ; yo) asetseb nii joonel y = f (x) kui ka puutujal y = ax +b saame koostada

vorrandisiisteemi:
Yo =ax, +b )
skus a = f'(x, ).
{Y() = f(xo) ( O)

Kui vorrandite vasakud pooled on vordsed, peavad olema vordsed ka paremad pooled, seega
f(x0)= f’(xo)' Xg+b.
Lahendades saame punkti M abstsissi x, (I).

(IT) 2) Lahendades vorrandi a = f '(xo) saame punkti M abstsissi x,.
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Pirast seda leiame puutepunkti ordinaadi y, ja arvu a (I) voi b (II) véirtuse.

III 1) Méédramispiirkonna leidmisel lihtume logaritmfunktsiooni definitsioonist, silmas pidades, et
parameetri k viirtus (kas k <0, vdi k > 0) pole teada.

2) Lahendame vorrandi, kasutades logaritmi omadusi

xi‘l

nloga|x| =log,

ja
log, x=log, y=>x=y ..
Saame ruutvorrandi, mille diskriminant (D) on vordne nulliga, sest tilesande andmetel vorrandil peab

olema iiks lahend. Lahendades vorrandi D = 0 parameetri k suhtes, saame kaks k viértust, millest
ainult tiks vastab iilesande tingimustele.

Lahendused

I1)On antud joon y = xInx+2x.
On vaja leida punkt P(x; y), mille koordinaatide summa on vihim.

Moodustame funktsiooni S(x) =x+y=> S(x) =x+xlnx+2x= S(x) =xIlnx+3x.
Uurime saadud funktsiooni miinimumi suhtes.

S'(x)z(xlnx+3x)’ =x"1nx+x-(lnx), +(3x)’ =1nx+x-l+3=1nx+4
x

S'(x)=0=>Inx+4=0=>Inx=-4=x=¢"

Niitame teise tuletise abi, et x = e~ on miinimumkoht.
|
S”(x): (lnx+4) =—
X

1
nl -4 4 -4
S(e ):ej:e >0=>x,. =e

Leiame funktsiooni y = x1Inx + 2x viirtuse kohal x = e
Vinin = }’(6_4)= et lnet +2e* =—de ™t +2e* =2e7*.

Seega punkt, mille koordinaatide summa on vihim, on P(ei4 ;—2(374 )

2) Oletame, et puutepunkti koordinaadid on M (xo Vo )

Teame, et funktsiooni y = f (x) graafiku puutuja tdus kohal x;, on vordne funktsiooni tuletisega
sellel kohal, ehk a = f'(x, ).

Leiame funktsiooni y = xInx + 2x tuletise:

y'(x):(xlnx+2x), =x'-lnx+x-(lnx)’ +(2x), =lnx+x~l+2:1nx+3.
x

Jarelikult a =Inx, +3
Punkt M (xo ; yo) on joone ja selle puutuja ithine punkt, jarelikult
=ax, -2
Yo 0 Jkus a=1Inx, +3.
Yo = X, Inx, +2x,

Arvutame saadud vorrandisiisteemist x,,:

Yo = (ln X, + 3))60 -2
= x,Inx, +3x, -2=x,Inx, +2x, = x, =2.
Yo = X, Inx, +2x,

Leiame parameetri a ja ordinaadi y, véirtuse:

a=Inx,+3=a=3+In2,
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Vo =4+2In2.
Sk%aa=3+m2nmgwmwmkumﬂﬂz4+2m2)

II 1) On antud joon y =—xlnx+2x.

On vaja leida punkt P(x; y), mille koordinaatide summa on suurim.

Moodustame funktsiooni S(x) =x+y= S(x) =x—xlnx+2x= S(x) =—xlnx+3x.
Leiame funktsiooni §(x)maksimumi.

S'(x)z(—xlnx+3x)' :—x'-lnx—x-(lnx)’ +(3x)' =—lnx—x-l+3=—lnx+2
x

S'(x)=0=-Inx+2=0=>Inx=2= x=¢’

Kontrollime teise tuletise abil, kas x = ¢ on maksimumkoht.

S"(x)=(~Inx+2) =1
X

1
nl 2)__ _ -2 2
S(e )——e—z——e <0=>x, =€

Leiame funktsiooni y = xIn x + 2x viirtuse kohal x = e”:

Voax = y(ez): —e” -Ine’ +2e* =-2¢* +2¢’ =0.

Seega punkt, mille koordinaatide summa on vihim, on P(e2 ;O).

2) Oletame, et puutepunkt on M (xo 3 Yo )

Uhelt poolt teame, et funktsiooni y = f (x) graafiku puutuja tous kohal x, on vordne
funktsiooni tuletisega sellel kohal, st a = f '(xo). Teiselt poolt - iilesandes antud puutujaks
oleva sirge vorrandist y =5x+b jdreldub, et puutuja tdus on 5, st a =5.

Leiame funktsiooni y = —xInx + 2x tuletise ja koostame iilal nimetatud tingimuste pohjal
vorrandi puutepunkti abstsissi x, leidmiseks.

y'(x):(—xlnx+2x)’ :—x'-lnx—x-(lnx)’ +(2x), =—lnx—x-l+2:—lnx+1
x

Jarelikult 5=—Inx, +1 = Inx, =—4=x,=¢ .

Leiame puutepunkti ordinaadi y, ja parameetri b vidrtuse:
yo=—€¢ " lnet +2 =det +2¢ =6e7,
b=y,-5x,=6e" 5" =e".

Seega b = e ning puutepunkt on M (e_4 6e” )

III 1) Funktsioonide y = log(kx) jay= 210g(x + 1) madramispiirkonna leidmisel 1dhtume
logaritmfunktsiooni definitsioonist.

N . k<0 [k>0
Funktsiooni y = log(kx) médramispiirkond: y = log(kx) > kx>0= %

x<0 [x>0

Funktsiooni y = 210g(x + 1) méédramispiirkond: y = 210g(x + 1) =>x+1>0=>x>-1
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Seega funktsiooni y = log(kx) miiramispiirkonnaks on vahemik (—0;0), kui k<0 ja
vahemik (0;+00), kui k>0 funktsiooni y = 2log(x +1) mééiramMnnaks on vahemik
(— 1;+oo) .7

2) Méidrame kordaja k nii, et vorrandil log(kx) = 210g(x + 1) on iiks lahend.
Kdigepealt leiame médramispiirkondade iihisosa, kui k<0 vodi k>0:

x<0

k<0 = = —1<x<0,
—1<x<o0
x>0

k>0=> = 0<x< 400,
—1l<x< 400

Teisendame antud vorrandi temaga samavéaarseks ruutvorrandiks:
log(kx)=2log(x+1)= kx=(x+1) = x> +2x+1=kx = x> + (2 - k)x +1=0.
Leiame saadud ruutvorrandi diskriminandi:

D=(2-k) —4=4-4k+k>-d=1k>—4k.

Ruutvorrandil peab olema iiks lahend, jirelikult
D=0=k>—4k=0=k(k—4)=0=k, =0,k, =4 ,

k, =0- voorlahend, kuna kx> 0.

Seega k =4 ja vorrand on:

x> =2x+1=0 ehk (x-1)* =0.

Saadud vorrandi lahendiks on x =1, mis kuulub téepoolest vahemikku (0;00), nagu
parameetri k > 0 korral vaja.

Seega vorrandil log(kx) = 210g(x + 1) on iiks lahend, kui kordaja k véirtus on 4.

Kommentaarid

Ulesande teksti tuleb lugeda tihelepanelikult.

Ekstreemumiilesandes tuleb hoolega jdlgida, kas on vaja uurida iilesandes antud funktsiooni
voi tuleb moodustada uus funktsioon ja esitada see valemina.

Kui on moodustatud uus funktsioon voi iilesande tekstis on tegemist mitme funktsiooniga, siis
tuleb hoolega jdlgida, millise funktsiooni viértust on vaja leida.

Diferentseeruva funktsiooni ekstreemumi liiki voib méérata, kas funktsiooni teise tuletise abil,
vOi1 uurides funktsiooni esimese tuletise kditumist ekstreemumkoha timbruses.

Variandi II teist alapunkti on voimalik lahendada ka jiargmiselt:
puutepunktis M (x % ) saame vOrrandisiisteemi

y=5x+b
=>5x+b=-xInx+2x=b=—xlnx—-3x.
y=—xlnx+2x

Leiame viimase vorduse mdlema poole tuletise, arvestades, et x on muutuja ja b konstant.
Saame

0O=—-Inx-1-3=lnx=-4=x =¢*.

Jarelikult puutepunkti abstsiss on 4.
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9. ULESANNE
(20 punkti)
Ulesannete tekstid

I Kuupfunktsiooni y = ax’ +bx* + cx +1 kohta on teada, et tema graafiku puutujate seas on ainult
: L . . . 1
iks selline puutuja, mille tdus on 4, ja selle puutepunkti abstsiss on x = ——. Veel on teada, et sellel

kuupfunktsioonil on ekstreemum kohal x = —1. Maiirake kordajad a, b ja c.

II Kuupfunktsiooni y = ax’ +bx* + cx + 7 kohta on teada, et tema graafiku puutujate seas on ainult
1
iiks selline puutuja, mille tdus on —25, ja selle puutepunkti abstsiss on x = 5 Veel on teada, et sellel

kuupfunktsioonil on ekstreemum kohal x = 2 . Méirake kordajad a, b jac.

III Kuupfunktsiooni y = ax’ +bx” +cx+d graafiku ekstreemumpunktid on A(O; 7) ja B(4; 39).
Leidke kordajad a, b, c ja d.

Vastused
Ta=b=-3,c=3.11 a=3,b=—3,c=-24. Il a=-1,b=6,c=0,d="7.

Népunéited

Kolme kordaja méddramiseks on vaja leida kolm vorrandit.
1 1
I Esimene vorrand: ' (— ;) = 4. (II variandis ¥' (5) = —25.)
=
Teise vorrandi saame tingimusest, et vorrandil vorrandil y —4=0
v +25= [])

"(—-1)=0

on tédpselt iiks lahend. (IT

variandis

I —
Kolmas vérrand: ¥ . (I variandis y'(2) = D.)

Lahendused

— el 2
I Kuupfunktsiooni ¥ = & +bx"+cx+ 1 ,001dises tuleb midirata kolm parameetrit a, b ja c,

jérelikult on vaja leida nende médramiseks kolm vorrandit.

— B 2
Teada on, et kuupfunktsioonil y=ox® thx"tcrtl on olemas puutuja, mille tdus on 4 ning see

=—2 1
puutuja asub kohal 2. See tihendab, et ¥’ (_ E) =4

Leiame kuupfunktsiooni tuletise
v =3ax®+2br+c
ning asendame selle avaldises vastavad suurused, saame

3a(-2) +25(=2)+c=4

ehk
Za- b+c=4
3 3 (D).

Seega esimene vorrand kordajate leidmiseks on olemas.

+ex+ 1

-_ z 2
Teise vorrandi saame faktist, et kuupfunktsioonil y=ax*+ix on olemas ainult iiks

r_
selline puutuja, mille tdus on 4. Kui puutuja tdusuga 4 on ainus, siis see tdhendab, et vorrandil y' =4

chk 3ax?+2bx+c=4
3ax?+ 2bx+c—4=0.

on ainult iiks lahend. Lahendame vorrandi
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-2+ (2BPF—43a-(c—4)
Vastavalt taandamata ruutvorrandi lahenduseeskirjale saame Lo 1-3a
Et ruutvorrandil on iiks lahend siis ja ainult siis, kui diskriminant vordub nulliga, siis
(2b)2—4-3a-c—4)=0

—2b b
ning lahenduseeskiri jadb kujule ::1 T 232 _E.
Et puutuﬂ'a t()ugL on 4 kbohal =T 5, siis

T 75 3T meenk

a=b @)

Teada on, et ekstreemumi leidumiseks peab y'=0. Antud kuupfunktsioonil on ekstreemum kohal
x=-1 jarelikult y(=n=0 Seega
3a(-1)2+2b(-1)+c =0 ehk
Ja—2b+c=0 3).
Lahendame leitud vorranditest (1), (2), (3) lfoosnzeva lineaarvorrandisiisteemi

Sa—3 bt+c=4

a=2~5

Ja—2b+c=10

Siisteemi lihtsustamisel saame

3

{}u—§u+u=4
35—2a+c—ﬂ'

Ehk
{—§a+c=4
atc=10
iﬂ=4
Siit on nitha, et = 7€ ja 3 arelikut €=3 6=-3,6=-3

R O SO
Vastus:iilesande tingimustele vastav kuupfunktsioon on ¥ 37— 3xT 43+ 1.

II Kuupfunktsiooni kolme kordaja a, b, ¢ midramiseks on vaja leida kolm vorrandit.

;= 3 2 7 . . ~ .
Teada on, et kuupfunktsioonil y=ax® +hxTtextd on olemas puutuja, mille tdus on — 25 ning
| ]
see puutuja asub kohal 3, See tihendab, et~ 3 .
Leiame kuupfunktsiooni tuletise
y' =3ax? +2br+¢
ning asendame vastavad suurused, saame

3@@)2 + zb§+c =-25_

(1).
Teise vorrandi kordajate leidmiseks saame faktist, et kuupfunktsioonil y
olemas ainult iiks selline puutuja, mille tdus on -25. Kui puutuja tdusuga — 25 on ainus, siis see
tahendab, et vorrandil

Jax®+ 2bx+c=-25
on ainult iiks lahend. Lahendame vorrandi

Jax®+ 2bx+c+ 25=0.

la+ib+c=-25
3 3

— D 2
=ax” + bx +c:r+'?0n

. = 254,/ (25)2-4.3a.(c+25)
- . . 1=
Vastavalt taandamata ruutvorrandi lahenduseeskirjale saame 2:3a

Teada on, et ruutvorrandil on tiks lahend siis ja ainult siis, kui diskriminant vordub nulliga. Seega

(2b)2—4-3a-c+25)=0
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ning lahenduseeskiri jadb kujule

=2 __ &
17 232~ 3a
1 1 1 b
¥ == ==, 6 m===
Et puutuja tdus on — 25 kohal 3, siis 3ja 3 3a ehk
0

"
Teada on, et ekstreemumi leidumiseks peab ¥ =% Antud kuupfunktsioonil on ekstreemum kohal
x =2, jirelikult y'(2) =0. Seega
2 -

3a-2°+2b-2+c =04
12a + 4b +r:=EI‘ 3).
Lahendame vorranditest (1), (2), (3) koosneva lineaarvorrandisiisteemi

la+ib+ec=—25

3 3

a=—b
L2a+4b+ec=0

Siisteemi lihtsustamisel saame
1 2
—Zb+=-b+4+c——25
[ 3 3
—12b+4b+ec=10

Ehk
1b+ =-25
37 7¢7
—8b+c=0
_1 %
Siit on néha, et € ja 2% , jarelikult
c=—24 a=3jab=—3

P = 3 _ 2_
Vastus: iilesande tingimustele vastav kuupfunktsioon on y=3x"—3x"—2dx + ?.

III Leiame kuupfunktsiooni y = ax’ +bx” +cx+d tuletise

y' =3ax® +2bx+c.

Kuna punktid A(0;7) ja B(4;39) on ekstreemumpunktid, siis funktsiooni ekstreemumi olemasolu
tarviliku tingimuse pdhjal y'(0)=0 ja y'(4) =0.

Kuna punktid A(0;7) ja B(4;39) asetsevad funktsiooni graafikul, siis y(0)=7 ja y(4)=39.

Koostame loetletud 4 tingimuse pdhjal 4 vorrandist koosneva vorrandisiisteemi kordajate a, b, ¢ ja d
midramiseks ning lahendame selle.

c=0 c=0 c=0 c=0 c=0

48a+8b+c=0 d=7 d=17 d=T7 d=T7
= = = =

d=T7 48a+8b=0 6a+b=0 2a =-2 a=-1

64a+16b +4c+d =39 64a+16b=32 4a+b=2 4a+b=2 b=6

Vastus: iilesande tingimustele vastav kuupfunktsioon on y =—x +6x+d .
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Kommentaarid

I, II Uhe vajaliku vérrandi konstantide méiramiseks saab ka faktist, et
a) ruutvorrandil on tipselt tiks lahend juhul , kui diskriminant on null, st I variandis

(2b)> —4-3a-(c —4) =0 ja Il variandis (2b)> —4-3a-(c+25)=0;

1
b) kuupfunktsioonil on parajasti iiks puutuja kdanupunktis, st I variandi korral y”(—g) =0 jall

1
variandi korral y"(g)zO .
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10. ULESANNE
(20 punkti)

I Koonuse pdhjal on neli ithesuurust kera, millest igaiiks puutub iilejadnud keradest kahte.
Nendel keradel asetseb viies niisama suur kera, vt joonist. Iga kera puutub koonuse kiilgpinda.
Leidke kaugus viienda kera kdige korgemast punktist koonuse pdhjani ja koonuse telgldike
tipunurga suurus, kui kerade raadius on r.

Il Koonuse pdhjale on asetatud kolm iihesuurust kera, millest igaiiks puutub iilejddnud kahte
kera. Nendel keradel asetseb neljas niisama suur kera, vt joonist. Iga kera puutub koonuse
kiilgpinda. Leidke kaugus iilemise kera kdige kdrgemast punktist koonuse pdhjani ja koonuse
telgloike tipunurk, kui kerade raadius on r.

III Silindris paikneb iiks suur ja kaks viikest kera, mis puutuvad nii silindri pdhjasid, kiilgpinda
kui ka tiksteist, vt joonist. Avaldage silindri selle osa ruumala, mis jddb keradest viljapoole, kui
viikeste kerade raadius on r.

\_

Silindri telgldige
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Vastused

I r(2+\/5),90°. II %(3—1-\/8), 2arcsinL:arccos%z7O,5°. 11 @mﬁ.

NE)

Népuniited

I Kerade keskpunktide ithendamisel tekib nelinurkne piiramiid, IT variandis -kolmnurkne piiramiid.
Ulemise kera korgeima tipu kaugus koonus pdhjast on leitav piiramiidi kdrguse abil.

Koonuse telgldike tipunurga saab leida koonuse diagonaalldikelt.

Lahendused

I Joonestame nelinurkse piiramiidi, mille tippudeks on kerade
keskpunktid.

Selle piiramiidi koik servad on pikkusega 27". Piiramiidi pohi 01020504 on ruut, mille diagonaalid on
0,03 = 0,0, = 24/2r

. Piiramiidi korgus on leitav kolmnurgast ! GGE’, mille teadaolevad kiiljed on

0,0 =+2r (pool diagonaalist), 0,05 = ET. Vastavalt Phythagorose teoreemile saame
1005] = /(0,05)2— (0,0)2 = 4r? — 2r2 =+/2r2 =+/2r

. Et piramiid moodustus kerade

keskpunktidest, siis on vaja piiramiidi kdrgusele liita veel 2r (iilemise kera raadius ja alumise kera
raadius). Seega on viienda kera koige kdorgema punkti kaugus koonuse pohjast

V2r+2r=r(i\2 + 2}.

Koonuse telgldike tipunurk on vordne vaadeldava piiramiidi diagonaalldike 010305 tipunurgaga.
. Gg_olﬂ_ﬁr_ﬁ
0,00 ML00:0 =502 T2, 201050 = 45°

Kolmnurgast 5 saame, et
£010505 =2-20,050 =2-45" =90° /oo telgldike tipunurk on 20
(2 +

. Jarelikult

-
Vastus: viienda kera koige korgema punkti kaugus koonuse pdhjast L}, koonuse telgldike

tipunurk on g[]n.
0,
II Joonestame kolmnurkse piiramiidi, mille tippudeks on kerade
keskpunktid. o}
Os
0
1 02

Selle pliramiidi koik servad on pikkusega ar ja koik kiiljed on vordkiilgsed kolmnurgad. Piiramiidi
p6hi on vordkiilgne kolmnurk 0,0,05 kdrgusega on 0,0, = V3r (vt kolmnurka 0.0, 05).
0,0 = ; -f3r

Piiramiidi korgus 040 o leitav kolmnurgast 0y GG“, mille teadaolevad kiiljed on

(vordkiilgse kolmnurga kolm korgust 16ikuvad punktis, mis jagab kdrguse suhtes 1:2 ) ja 0,0, = 2r
Vastavalt Phythagorose teoreemile saame
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2 v h‘ﬁ
00,1 = /0,007 (0,07 = [4r2—Er2 = [ =22, _2E, )
. Et pliramiid moodustus kerade

keskpunktidest, siis on vaja piiramiidi kdrgusele liita veel 2r (iilemise kera raadius ja alumise kera
raadius). Seega on viienda kera koige korgema punkti kaugus koonuse pdhjast

2E 4 2= T (43

0.}
2

2r

Leiame koonuse telgldike tipunurga. Selleks vaatleme koonust, mille tipp asub iilemise kera
keskpunktis, ning pdhi on tasandil, mis 1dbib alumiste kerade keskpunkte. Vaadeldav viike koonus ja
esialgne suur koonus on sarnased ja nende telgldike tipunurgad on vordsed. Tekkinud viikese koonuse

korguson 2 ja moodustaja ar
wer —
co5— = —E—— Ve
Pool telgldike tipunurgast on leitav koosinusfunktsiooni abil. Saame, et e ar 3 ja
6 =
tipunurk on 2 arccos? =70,5°. Seega koonuse telgldike tipunurk on 70,5,
il
Vastus: viienda kera kdige korgema punkti kaugus koonuse pohjast 3 , koonuse telgldike

tipunurk on ?[],5“"

IIT T#histame véiksema kera raadiuse tdhega r , suurema kera raadiuse tdhega R ja kauguse viikeste
kerade puutepunktist kuni suurema kera pinnani tdhega x.
Vaatleme tidisnurkset kolmnurka, mille tdisnurga tipp asetseb viikeste kerade puutepunktis ning iihe
teravnurga tipp viikse kera keskpunktis ja teise teravnurga tipp suure kera keskpunktis. Selle
kolmnurga iihe kaateti pikkus on r ja teise kaateti pikkus x + r, hiipotenuusi pikkus r + R. Pythagorase
teoreemi pohjal

(x+7)’+r*=(r+R)’.
Kuna kerad asetsevad silindris litkumatult, siis R = 2r.
Avaldame saadud vorranditest x.

R 2 2= R 2
{E:Z S = (x+2r)2+r2=(3r)® = (x +2r)? =8r? = x+2r=232r = x=2(J2 - )r
=2r

Avaldame kerade ruumalad ja silindri ruumala viikse kera raadiuse r kaudu.

Viikse kera ruumala: V|, = —xr.

32

Suure kera ruumala: V, =§7ZR‘ 7(2r)’= ? r

Silindri pShja raadius on v6rdne suurema kera raadiusega R, korgus vordub r + x +2R.
Asendame silindri raadiuse ja kdrguse avaldises R = 2r ja x=2(\/5 —1)r, saame,et viikse kera

raadiuse r kaudu avaldatuna on silindri pohja raadius 2r ja korgus 3r + 2 \/5 r.

Silindri ruumala: V,=7(2r)? - Br+2+2r) = 47r° (3+24/2).

Téahistame silindri selle osa ruumala , mis jaib keradest viljapoole, tihega V ja avaldame selle:
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V=V,—-V, -2V, = 471’ (3+24/2) - 3 2 (0464280 =
3 3 3

5 .
4632 -1) .
—

Vastus: keradest viljapoole jddva silindri osa ruumala on

Kommentaarid

Var

o
I variandis saab koonuse tipunurga leida ka nurga koosinuse abil. Nimelt cos —2 = —2 ja
r

o= 2arccos% =2.45°=90°.

II variandis saab koonuse tipunurga leida ka nurga siinuse abil. Tekkinud tetraeedri kdrgus jaotab
pohja korguse suhtes 1:2. Koonuse tipunurk on kaks korda suurem, kui nurk, mis tekib tetracedri
korguse ja kiilgserva vahele.

2r\/§

43

. a 3 . /3
Seega sin— = S £ja a =2arcsin— = 70,5°.
2r 3 3
Mblemas variandis saab koonuse tipunurga leidmiseks kasutada koosinusteoreemi. Selle pohjal
b2 4c? gl
a = arccos——— . Kiilgedeks b ja ¢ on koonusetelgldike haarad ning kolmnurga kiilg a on
c

telgloike alus.
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